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1. Arvores Balanceadas



Arvores Balanceadas



Arvores Binarias Desbalanceadas

Vamos adicionar os elementos 1,2,3,4,5,6,7 nessa ordem em
uma arvore binaria.
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Arvores Binarias Desbalanceadas

A busca nessa arvore terd o mesmo custo assintético que a
busca sequencial em uma lista linear.



Arvores Binarias Desbalanceadas

Da mesma forma, vamos adicionar os elementos na ordem
reversal
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Arvores Binarias Desbalanceadas

Finalmente, adicionem na ordem 7,4,1,3,2,5,6.
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Arvores Binarias Desbalanceadas

Um pouco melhor, mas ainda distante do que gostariamos!



Arvores Binarias Desbalanceadas

As arvores binarias de busca possuem casos degenerados com
altura igual a n — 1.

Nesses casos, as operacdes tem complexidade O(n) no pior
caso.
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Arvores Binarias Desbalanceadas

Uma arvore binaria 6tima é aquela que minimiza sua altura, ou
seja, |logn+1].

11



Arvores Balanceadas

Uma arovre balanceada é uma arvore que automaticamente
ajusta a disposicao de seus ndés para manter uma altura
assintética de O(log n).
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Exercicio

A seguinte arvore esta balanceada?
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Exercicio

A seguinte arvore esta balanceada?

14




Exercicio

A seguinte arvore esta balanceada?
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Arvores Balanceadas

Adelson-Velskii e Landis Arvores AVL.
= Arvores Rubro-Negra.

= Arvores Splay.
= Arvores-B.
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Arvores AVL

Arvore Balanceada dindmica (se torna balanceada no momento
da inser¢do/remo¢do).
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Arvores AVL

1. Condicdo de balanceamento é de que a altura das
sub-arvores de cada né pode diferir em, no maximo, 1
unidade.

2. Toda sub-arvore é uma arvore AVL.
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Exercicio

Essa é uma arvore AVL?



Exercicio

Essa é uma arvore AVL?
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Altura da AVL

Assumindo n(h) como o nimero minimo e nds interno em uma
arvore AVL de altura h.
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Altura da AVL

Temos que n(0) =1,n(1) =2
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Altura da AVL

Para h > 1 temos o nés raiz acrescido dos nés da arvore com
altura h— 1 e h— 2 (estamos verificando o minimo de nés).

n(h) =14 n(h—1)+ n(h—2)
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Altura da AVL

Sabemos que n(h — 1) > n(h — 2) e, portanto,
n(h) > 2n(h — 2), com isso temos que:

n(h) > 2n(h—2) > 4n(h—4) > 8n(h—8) > ... > 2'n(h—2i)
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Altura da AVL

Fazendo 2/ = h temos:

n(h) > 2h/2p(0) = 2h/2
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Altura da AVL

Resolvendo temos:

h < 2log n(h) = O(logn)
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Insercao na AVL

A inserciao ocorre como na arvore bindria de busca:

tree * insert (tree * t, tree * node) {

if (t==NULL) return node;
if (node->x < t->x)
t->left = insert(t->left , node);
else if (node->x > t->x)
t->right = insert(t->right, node);
t->height = MAX( height(t->left), height(t->right) )

+ 1;

return t;



Insercao na AVL

O rebalanceamento ocorre logo apés uma chamada recursiva de
insert, levando a 4 casos (na verdade dois casos, e os outros
dois simétricos):

1. Esquerda-esquerda: o noés foi inserido a esquerda do né

atual e a esquerda do no filho.
2. Direita-direita: o nds foi inserido a direita do né atual e

a direita do né filho.

3. Esquerda-direita: o nés foi inserido a esquerda do nd
atual e a direita do né filho.

4. Direita-esquerda: o nds foi inserido a direita do né atual

e a esquerda do né filho.
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Esquerda-esquerda

Basta fazer uma rotacdo para a direita utilizando o filho da
esquerda como pivo:

Left Left Case

Root —,
A A

Right
Rotation

Figura 1: FONTE:

https://medium.com/@randerson112358/avl-trees-a7b4flfa2dla 2



Esquerda-esquerda

Basta fazer uma rotacdo para a direita utilizando o filho da
esquerda como pivo:

Figura 2: FONTE:
https: / /medium.com /@randerson112358/avl-trees-a7b4flfa2dla



Direita-direita

Basta fazer uma rotacdo para a esquerda utilizando o filho da

direita como pivo:

Right Right Case
Root

7 . Pivot
P

(5 )

A

Left
Rotation

Figura 3: FONTE:
https://medium.com/@randerson112358/avl-trees-a7b4f1fa2dla



Direita-direita

Basta fazer uma rotacdo para a esquerda utilizando o filho da
direita como pivo:

&

Figura 4: FONTE:
https://medium.com/@randerson112358/avl-trees-a7b4flfa2dla



Esquerda-direita

Left Right Case

(5"
&

AN
Root L—
/,/é . Pivot

-

Left
Rotation

Figura 5: FONTE:
https://medium.com/@randerson112358/avl-trees-a7b4flfa2dla
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Esquerda-direita

Primeiro fazemos uma rotacdo para a esquerda:

Root T
(5}

— |,

Right
Rotation

Figura 6: FONTE:

https://medium.com/@randerson112358/avl-trees-a7b4flfa2dla 24



Esquerda-direita

Em seguida uma rotacdo para a direita:

Figura 7: FONTE:

https://medium.com/@randerson112358/avl-trees-a7b4flfa2dla
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Direita-esquerda

Right Left Case

Right
Rotation

Figura 8: FONTE:
https://medium.com/@randerson112358/avl-trees-a7b4flfa2dla
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Direita-esquerda

Primeiro fazemos uma rotacdo para a direita:

@ Root

/A Pivot

‘:iﬁ"‘

Left
Rotation

Figura 9: FONTE:

https://medium.com/@randerson112358/avl-trees-a7b4flfa2dla ;
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Direita-esquerda

Em seguida uma rotacdo para a esquerda:

A H

Figura 10: FONTE:

https://medium.com/@randerson112358/avl-trees-a7b4flfa2dla
38



Insercao na AVL

Dessa forma temos que modificar a insercdo para realizar as
rotacGes necessarias.
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Insercao na AVL

tree * insert (tree * t, tree * node) {
if (t==NULL) return node;

if (node->x < t->x)
{
t->left = insert(t->left , node);
if (height(t->left) - height(t->right) == 2)
{
if (node->x < t->left->x) t
else t

left left(t);
left_right(t);
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Insercao na AVL

else if (node->x > t->x) {
t->right = insert(t->right, node);
if (height(t->right) - height(t->left) == 2)
{

if (node->x > t->right->x) t

right right(t);

else t = right_left(t);

t->height = calc_height(t);

return t;
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Rotacao para a Direita

tree * left left( tree * root ) {
tree * pivot = root->left;
root->left = pivot->right;
pivot->right = root;

root->height = calc_height(root);
pivot->height = calc_height(pivot);

return pivot;

42



Rotacao para a Esquerda

tree * right right( tree * root ) {

tree * pivot = root->right;

root->right = pivot->left;
pivot—->left

root;

root->height = calc_height(root);
pivot->height = calc_height(pivot);

return pivot;
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Rotacao Esquerda-Direita

tree * left right( tree * t ) {
t->left = right_right( t->left );
return left _left( t );
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Rotacao Direita-Esquerda

tree * right left( tree * t ) {
t->right = left_left( t->right );
return right right( t );
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Passo a passo

Vamos adicionar nés em uma AVL na ordem 7,4,1,3,2,5,6.
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Passo a passo
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Passo a passo
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Passo a passo
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Passo a passo
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Passo a passo

Rotac3do para direita:

Hil}



Passo a passo
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Passo a passo
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Passo a passo

Rotaciona filho direita para direita:
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Passo a passo

Rotaciona para esquerda:
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Passo a passo
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Passo a passo
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Passo a passo

Rotaciona filho da esquerda para esquerda:
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Passo a passo

Rotaciona para direita:
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Passo a passo

Arvore de 7 ndés com altura 2.
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Vantagens da AVL

= Busca é sempre O(log n) pois a arvore estd sempre
balanceada.

= InsercGes e Remocdes sdo sempre O(log n).

= O balanceamento adiciona um fator constante nos custos

das operacoes.
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Desvantagens da AVL

= Operacdes com custo assintético baixo, mas ainda assim
que custam tempo computacional.
= O fator constante da remocdo pode ser grande demais.
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Outras arvores balanceadas

= Arvore Rubro-Negra: necessita apenas uma rotacdo por
operacdo, mas ndo tao balanceada do que a AVL.

= Arvores-B: geralmente utilizada para grandes quantidades
de dados ou quando esses residem em disco.

= Splay: atualiza o balanceamento da arvore durante o
acesso ao elemento, operacdes amortizadas O(log n).
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Proxima Aula

Aprenderemos sobre algoritmos de ordenacao para estruturas
lineares.
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