Aprendizado de Maquina

Regressao

Slides adaptados dos Profs. Jesus Mena-Chalco, Ronaldo Prati e David Correa



Predicao/Regressao X Classificacao

Classificacao tenta determinar a qual classe um exemplo
pertence, baseado em exemplos cujas classes sao conhecidas,
gerando um modelo que pode ser aplicado a hovos exemplos

*O modelo gerado pode estar representado em diferentes
maneiras (regras, arvores, grafos, vetores de suporte).

- A saida é a classe em gue o0 novo exemplo é predito.

*A classe em classificacdo € um atributo nominal

*E se o valor que eu quero predizer € numérico, ao invés de
um conjunto nominal de valores?

*Entdo 0 nosso problema passa a ser de regressao ao invés
de classificacao.



Predicao/Regressao

*‘Regressao gera uma formula para prever um valor numerico a
partir dos dados.

*Um caso especial é prever a probabilidade de um exemplo
pertencer a uma classe (e.g. regressao logistica)

*O caso geral, no entanto, € estimar/prever valores de um
atributo numerico diretamente a partir da formula a novos
exemplos

‘Tambem existem adaptacoes de algoritmos de classificagao
para o problema da regressao, como as Arvores de Regressao



Predicao/Regressao

*Por exemplo, ao inves de prever se o tempo amanha vai
ser “guente”, “ameno”, “frio” ou “gelado”, podemos prever
diretamente a temperatura
* 28,1 graus
* 7,3 graus
* mesmo que 28,1 ou 7,3 nunca tenham aparecido no
conjunto de treinamento

*Ou 0 “nivel de stress” de uma estrutura em diferentes
condicOes, preco de um imovel de acordo com suas
caracteristicas, o numero de segundos até o proximo
Onibus aparecer, ou 0 numero de gols que a selecao ira
marcar no proximo jogo, ou ... qualquer outro valor
numerico gue VOCe queira prever



Regressao linear com uma variavel

(A) Representacao do modelo



Representacao do modelo
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Representacao do modelo

Housing Prices 0
400 -
(Portland, OR)
300 |
Price 200

(in 1000s 100

of dollars) o .
0 500 1000 1500 2000 2500 3000

Size (feet?)

Pode se ajustar um modelo (uma reta)



Representacao do modelo

Housing Prices 0
400 -
(Portland, OR)
300 -
Price 200 -

(in 1000s 100

Var. dependente of dollars) 0
0 500 1000 1500 2000 2500 3000

Size (fEE‘tZ) Var. independente

s Este € um exemplo de # Este é um exemplo de um Problema de
Aprendizado Supervisionado. Regressao (inferéncia de relacao)

#l Usado para Inferir uma relacao entre
uma var. independente e outra(s)
dependente(s).

s Dando a “resposta correta” para
cada um dos dados coletados.




Representacao do modelo

Price (S) in 1000's (y)

Training set of Size in feet? (x)
housing prices 2104
(Portland, OR) 1416
1534
852
Notacao:

460
232
315
178

« m: numero de exemplos (amostras) de treinamento.
= X's: variaveis de entrada / atributos / caracteristicas
« y's: variaveis de saida / variaveis “alvos” (target)



Representacao do modelo

Price (S) in 1000's (y)

Training set of Size in feet? (x)
housing prices 2104
(Portland, OR) 1416
1534
852

460
232
315
178

s (,y): denota uma amostra qualquer do conjunto de treinamento.

(x(i) (i))_ S
. » Y ") : denota uma amostra especifica (i-ésima amostra).

Onde i é o indice.

y®) =315



Representacao do modelo

Conjunto de treinamento

1

Algoritmo de aprendizado

l

h ———  Preco estimado

Area da casa

X Hipétese (Funcéo) valor estimado y

h é uma funcao que mapeiaxay



Representacao do modelo

Como representar h?
ho(x) = 0y + 01.x

h,(:l}) — 6’0 -+ 6}1.33 — forma abreviada

Este modelo é uma:
Regressao linear com
uma variavel

> = Regressao linear
univariada.



Regressao linear

* EXxpressa a 'classe' (atributo alvo) como uma combinacao linear
dos outros atributos com alguns pesos, p.ex:

h(x)=0,+0,x, +0.,x+ ... +0 X

em que 6. € um peso, e X € um atributo

* O valor previsto para um exemplo é calculado com base nos
valores dos atributos do exemplo.
* Entao e necessario aprender os pesos que minimizam o
erro entre o valor real e o valor previsto (funcao custo)
nos exemplos de treinamento.




Regressao linear com uma variavel

(B) Funcao custo



Funcao custo

« A funcéo custo nos permitira definir a melhor funcéo utilizada
para aproximar a linha reta para o conjunto de treinamento.

Conjunto de Size in feet? (K) Price (S) in 1000's (y)

treinamento: 2104 460
1416 232
1534 315
852 178

Hipotese: hg(x) = 0y + 01.x

0. sao os parametros (pesos). Como definir esses parametros?



Funcao custo

hg(il?) [— 9{] ~+ 9111?

2-

1-

0 }

0 1 2 3
6y = 1.5
91=

1 2 3
0o =0
¢, =0.5
h(x) = 0.5z

Oy =1
0 =05
= 1+0.52



Funcao custo

« Como escolher os parametros (9, e 6,) que permitam ajustar
a melhor reta aos dados do conjunto de treinamento?

« IDEIA: Escolher 9, e 0, tal que h(x) seja o mais préximo
dos valores de y de acordo com o conjunto de
treinamento (X,y).



Funcao custo

Minimizar 6, e 6, }lg(x(i)) — y@)

m

Z(he(l‘(i)) —y')

1=1
> lha(z®) =y
i=1



Funcao custo

Minimizar 6, e 6, ho(2W) — 1)

S (ho(a®) — y)
1=1

S o) — 5
1=1

> (ho(z) —y¥)?
1=1

] — | |
— Z(he(ﬂ?(z)) — y)?
m 1=1



Funcao custo

l . "
Fungéo custo: J(Q[}?Ql) = — Z(he(fl?(?’)) _ y(i))z

m -
1=1

Objetivo: Descobrir 6, e 8, que minimize J(6,6 )

Essa funcao custo também é conhecida como Erro Quadratico Médio (EQM).




Funcao custo - intuicao

Hipdtese: h@([)ﬁ) — 9(} + 91.[13
Parametros: 6’0? 6 1
1 « . N
Funcéo custo: J(0n.601) = — h (1)) _ ,,(9))2
¢ (6o, 61) - ;( o(z") —y™)

Objetivo: Descobrir 6, e 6, que minimize J(6 ,0.)



Funcao custo - intuicao

Hipotese simplificada: h,g (;E) — 6’1;13
0o = O
Parametros: 91
1 m
Funcédo custo: J(Ql) — E (6}1{5(3) _ y(@))Q
m < "
1=

Objetivo: Descobrir 8, que minimize J(6 )



Funcao custo - intuicao

h@ (:E)

(para um 01, é uma funcéo de x)

0 1 = & 3
] — .
J(01) = - Y (612 — )’
1=1

J(61)

(funcdo com parametro 61 )

3 —
2 -
J(6;)
‘l e
0 —
05 0 05 1 15 2 25

0,



Funcao custo - intuicao

he(z)
(para um 01, é uma funcéo de x)
3 - X
2 + X
. 1
) g, = 0.5
0 -
0 1 2 3
1 — . .
J(9,) = — 0, (8 _ 4,(1))2
(61) mZ( 1T y")

1=1

J(05) = %[(0.5 14 (1-2P+ (15 -3 A L1T

J(61)

(funcdo com parametro 61 )

S .

p

J(61)

1 +

LoD

X
—X

L=

05 @ 05 1 15 2 25

0,



Funcao custo - intuicao

ho(z) J(61)
(para um 61, é uma funcéo de x) (funcdo com parametro 1)
3 X
2 + X X
y _
: " 0y =0
3 -
0 — , |
0 w:i . 2 3 7(60) y
1 . . 1 4
J(0,) = — Z(@lz(z) 0N
m- O ————+——
1 05 0 05 1 15 2 25
J(0.5) = 5(12 + 2% 4 3%) ~ 4.67 0,




Funcao custo - intuicao

ho(z) 7(61)
(para um 61, é uma funcao de x) (funcao com parametro 61)
3 T X
2 X
Yy
1 X
0
0 1 & 3
X
1 m
2 1)\2
J(0h) = — E (915() —y())
m = i
i=1 F=— ==
35 4 05 1 1§ 2 25
6,




Como buscar os parametros 0?

= Como buscar os parametros 6 que minimizam a funcao
custo?

« Funcao Gradiente Descendente



Funcao custo

(para 6o, 01, é uma funcéo de Xx)

Price $ (in 1000s)

700

o
=
=

Ln
=
<

-3
o
b

(A
L=
-

X
=]
=)

-
=
=

h@(ﬂi}) J(QU? 91)

(funcdo com parametro 6o, 1)

Training data
—Current hypothesis
\ ' \ \ 5 -
1000 2000 R 4000 {000 500 0 500 1000
Size (feet”) t

1500 2000

bacia



Funcao custo

h@(ﬂi}) J(QU? 91)

(para Bo, 61, é uma funcéo de x) (funcdo com parametro o, 01)

700

Price $ (in 1000s)

RN 7 B G TR §
= o -] o= =
S & © & &

._.
(=
=

Training data
— Current hypothesis
' ' \ \ ' -0.5 :
Size (feet”) ty

1500 2000



Funcao custo

h@(fb’) J(QO:QI)

(para bo, 81, € uma funcéo de x) (fung@o com parametro 6o, 01)
700 - - : 0.5
600 |

G,B\

ESGD 0.2 \\
o
= 400 0.1
g -
300 ot
& 200} 0.2

” 03!

Training data
— Current hypothesis

0.4}

x . n -ﬂ.5 . Y
1000 2000 23*:“:"3 4000 1000 -500 0 500 1000 1500 2000
Size [fE'Et ) ty



Funcao custo

h@(ﬂi}) J(QU? 91)

(para Bo, 61, é uma funcéo de x) (funcdo com parametro o, 01)

700

h
S
i

wn
=
L=

-3
=
o

w
L=
=

Price $ (in 1000s)

[ ]
=
(=]

—
=
=

Training data
— Current hypothesis
' . ' ' 5 -
Size (feet®) iy

1500 2000



Gradiente descendente

- Temos uma funcao J(0,,0,)

- Desejamos descobrir 8, e 8, gue minimize J(6,,0,)

« |dela:
- Iniciar com alguns valores para 6, e 0,

- Modifigue os valores de 6, e 6, para reduzir J(0,,0,)
até atingir um valor minimo.



Gradiente descendente

=« Generalizacao para n dimensoes
« Temos uma funcéao J(6,,04,...,0,)

« Desejamos descobrir 0,,04,..., 0, que minimize J(0,,84,...,0,)

« |dela:
- Iniciar com alguns valores para 6,,0,,...,0,

- Modifigue os valores de 6,,04,...,0, para reduzir J(8,,0,,...,8,)
até atingir um valor minimo.



Gradiente descendente

c. J

2__ e

= S
J(Bﬂ"el) o~

1=

g = ..--"-P-:'d-’---\_l:I

0.2
c ot 1

oa




Gradiente descendente

J(0,,0,)




Gradiente descendente

J(0,,0,)




Gradiente descendente

J(0,,0,)




Gradiente descendente

Minimo local



Gradiente descendente

Considerando uma outra inicializagdo

'H—f"{n:




Gradiente descendente

Considerando uma outra inicializagdo

0, ° e T, Minimo local



Algoritmo gradiente descendente

= Repetir até a convergéncia:

0
0, :=0; —a——J(0y,01paraj=0e j=1
a0,
= onde a € uma constante que indica a taxa de aprendizagem
= controla o tamanho do passo (step)

« A implementacao correta considera atualizacao simultanea:

i(?lll[}[} = I{')i{] 8 Ay v }t'J (9“ Hl) te 1!1})[ — 9” = f‘rﬁ}“ }(H”. H|)
templ := 0, — a5 r}f-?. J (6o, 6,) 0y := templ 5

6o := temp0 templ := 01 — azz-J(00, 61)
0, := templ 01 := templ

Atribuicdo correta Atribuicdo incorreta



Algoritmo gradiente descendente

Repetir até a convergéncia:

9,
Qj = Qj 8% J(Qg,,@l) para =0 e |=1
99,

- Nos proximos exemplos apenas consideraremos a versao
simplificada da funcao custo:

Minimizar 6; de J(61)

01 € R 0 =0 —a—J(0
1 1 1 @891(1)



Algoritmo gradiente descendente

J(61) 9

(funcao com parametro 1) 6’1 = 91 — @—J(Ql)

00,

¢ := 01 — a(umValorPositivo)

}ﬂ 1 1.1

05 0 05 1715 2 25

<

e}

Inclinagdo positiva



Algoritmo gradiente descendente

J(61)
(funcdo com parametro 61 )

3

l-g'_' | 1 1
05 0 05 1 15 2 25

—_
Inclinagdo negativa 0

9,
91 L= 91 — (}ia—elj(ﬁ’l)

01 := 01 — a(umValorNegativo)



Algoritmo gradiente descendente

e,

01 :=0
| | @891

J(61)

J(61)
*Se o for muito pequeno o gradiente
descendente pode ser lento.




Algoritmo gradiente descendente

N 0
001

0, = 0, 7(6,)

*Se a for muito grande o gradiente
descendente pode ultrapassar o minimo

*Pode falhar na convergéncia, ou até
pode divergir.

N

J(01)




Suponha 81 gue € um otimo local de J(Ql), como apresentado na figura.

i (), esta no minimo local

/

/ IIrjl

W

Atual valor de 6
9,

O seguinte passo do gradiente descendente: ¢ := ¢ — aa_g‘](el)
1

(A) Diminuira o valor de 91 :

(B) Deixara () 1 sem modificacao.

(C) Movera @1 em uma direcao aleatoria.

(D) Movera 91 na dire¢ao do minimo global de J(61).



@ esta no minimo local

AVAY

i >
Atual valor de 91/""
0
0 =601 —a——J(0
1 1 0566,1 (61)
6’1 = 6’1 — (}5(0)

Resposta Correta (B)



Gradiente descendente +
Regressao linear

s« Algoritmo gradiente descencente #l Modelo de regressao linear

Repetir até a convergéncia: ho(x) = 0y + 01.x
0, =0, — a@%‘](% 1) )
(60,0 = % S (ho(a®) — 4’

1=1
para =0 e |=1




Gradiente descendente +
Regressao linear

0 o 1 N
T@jj(@o?@l) =90, 2m > (ho(z) — ')
o 1 i i)\ 2
J
i)g:”) - n,;r(”l)$ = .z
Jxr ox
8 1 T | |
=0 —J(6,. — NG (2)y _ (@)
/ 00 S m 21: (hale) ~ 9
8 1 m
=1:—J(6),0,) = — o () — D) )
J 891 ( 0, 1) '?’??..-Z (}EQ(I ) Y ) r



Gradiente descendente +

Regressao linear

« Algoritmo gradiente descendente

Repetir até a convergéncia:

0
L\ ()Y _ ,,(0) h
B0 =0 —a— Y (he(z"")) — 4"
0 0 am 1,1( Q(I ) Y ) Repetir
o simultaneamente
b= 6 —a— Y (hy(2®) — ) 2
1 1 am, ( 9(x ) Y )I D




Gradiente descendente +
Regressao linear

Nao-convexa

~ 0
2 =] -
‘0.2
-
- i
o
1 -
na o
18

*A funcdo custo para uma regressdo . | L
linear, sempre serd uma fungdo na 2 akT & e /
forma de parabola. < SR |

— funcdo convexa ;

— gradiente descendente garante o 10\\““"““//10
6timo global ° k
9 Convexa 10 10

6,  -20 20 8,




Gradiente descendente +

Regressao linear
h@(ﬂf?) J(QO? 91)

(funcdo com parametro 6o, 1)

(para 6o, 01, é uma funcéo de Xx)

700

600

Ln
=
=

4
o=
o

fi

€3
o
L=

Price $ (in 1000s)

b2
o
=

100 Training data
= Current hypothesis

0,5 > -
1000 <000 3000 4000 1000 500 0 500 1000 1500 2000
Size (feet®) A




Gradiente descendente +

Regressao linear
h@(ﬂf?) J(QO? 91)

(funcdo com parametro 6o, 1)

(para 6o, 01, é uma funcéo de Xx)

700

600

L2 - Ln
o = o
o o =

Price $ (in 1000s)

%)
o
=

100 Training data
— Current hypothesis
' 0.5 = -
1000 2000 f“m 4000 1000  -500 0 500 1000 1500 2000
Size (feet®) 0,




Gradiente descendente +

Regressao linear
h@(ﬂf?) J(QO? 91)

(funcdo com parametro 6o, 1)

(para 6o, 01, é uma funcéo de Xx)

700

600

L2 - Ln
o = o
o o =

Price $ (in 1000s)

%)
o
=

100 Training data
= Current hypothesis |
1000 2000 3000 4000
Size [ﬁfetz]

ke .5 b3 1
-1000  -500 0 500 1000 1500 2000
o,



Gradiente descendente +

Regressao linear
h@(ﬂf?) J(QO? 91)

(funcdo com parametro 6o, 1)

(para 6o, 01, é uma funcéo de Xx)

700

600

Ln
=
o=

_-
=
=

f1

€3
o
L=

Price $ (in 1000s)

%)
o
L=

100 Training data
— Current hypothesis
1000 2000 3000 4000
Size [ﬁ:etz]




Gradiente descendente +

Regressao linear
h@(ﬂf?) J(QO? 91)

(funcdo com parametro 6o, 1)

(para 6o, 01, é uma funcéo de Xx)

Price $ (in 1000s)
(] =
S o

200
100 Training data
— Current hypothesis
' : 0.5 > -
1000 2000 3000 4000 1000 -500 0 500 1000 1500 2000
f,

Size [featz]



Gradiente descendente +

Regressao linear
h@(ﬂf?) J(QO? 91)

(funcdo com parametro 6o, 1)

(para 6o, 01, é uma funcéo de Xx)

700

600

Ln
=
=

4
=
o=

€3
o
L=

Price $ (in 1000s)

%)
o
S

100 Training data
— Current hypothesis

| 0.5 \ .
1000 2000 f“‘:’“ 4000 1000 -500 0 500 1000 1500 2000
Size (feet”) a,




Gradiente descendente +

Regressao linear
h@(ﬂf?) J(QO? 91)

(funcdo com parametro 6o, 1)

(para 6o, 01, é uma funcéo de Xx)

700

600

LEx] - Ln
o = =
o = =

Price $ (in 1000s)

%)
o
et

100 Training data
— Current hypothesis
' : 0.5 > -
1000 2000 f“‘:’“ 4000 1000 -500 0 500 1000 1500 2000
Size (feet”) a,




Outros tipos de regressao



Regressao nao-linear

* Podemos aplicar uma funcao para cada atributo ao invés
de multiplicar pelo peso

— Na verdade, regressao linear € um caso particular da
regressao nao-linear

* y=cC + fi(X)+h(X)+... +f,(X3)
* Funcbes podem ser quadrado, log, raiz, modulo, exponencial, etc...

* Determinar as funcdes apropriadas € um problema!
* Splines, modelos lineares generalizados etc



KNN

« Calcula a média dos k-vizinhos mais proximos para estimar
o valor

— Assuma os seguintes exemplos de treinamento
(X®,1);(x@,1);(x®,0)

— Desejamos classificar x@ usando K=2 vizinhos mais
proximos, sabendo que

« dist(x®,x@®) =5

« dist(x@,x@) =2

e dist(x®,x®») = 4

* Portanto x@ esta mais proximo a x@ e x©

« Calculando a média, obtém-se (1+0)/2 = 0.5




KNN

0.7

0.6




KNN

0.7

0.6




KNN

0.7

0.6
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