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A-calculo



Computabilidade

Computabilidade é uma area de estudo central da Ciéncia da
Computacao. Ela estuda a possibilidade de resolver um problema

seguindo um algoritmo.



Computabilidade

Problemas associados:

» Decisdo: verifica se um elemento s € S esta contido também
em T'. Exemplo: testar se um namero é primo, z € N,z € P.

* Funcao: calcular o resultado da aplicacao de uma funcao
f S — T. Exemplo: inverter uma string.

 Busca: verificar se x Ry em uma relagéo binaria R. Exemplo:
buscar um clique em um grafo.

» Otimizacdo: encontrar a solucdo x™* entre todas as solucdes do
espaco de busca S de tal forma a maximizar ou minimizar uma
funcdo f(z). Exemplo: quanto devo colocar em cada possivel

investimento para maximizar meus lucros.



Maquina de Turing

Modelo matematico de computagao criado por Alan Turing em 1936.
Consiste de uma Maquina de Estado Finita cuja entrada é provida

por uma fita de execucao de tamanho arbitréario.

A maquina permite ler, escrever, e andar por essa fita.



menor linguagem universal?

Nas linguagens que vocés aprenderam até entao, temos:

e Atribuicdo (x = x + 1)

* Booleanos, inteiros, float, caracteres,...
» Condicionais

* Lacos

e Funcdes

* Recursao

* Ponteiros

* Objetos, classes

Mas do que realmente precisamos para programar?



A-calculo

Sistema formal para expressar computacao baseado em abstracao
de funcdes e aplicacao usando apenas atribuicao de nome e

substituicao.

Criado por Alonzo Church na década de 1930s.



A-calculo

Ele descreve computacao apenas utilizando...funcoes!!

* Funcoes
* Reeursde
* Ponteires



Linguagem do \-calculo

Uma linguagem deve ser descrita em fungao de sua sintaxe e
semantica (vocés estudarao isso em compiladores), ou como vocé

escreve e o0 que significa.



Sintaxe do \-cdlculo
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Sintaxe do \-calculo

Um programa ¢é definido por uma expressao e, ou termos-\ que

podem assumir uma de trés formas:

* Variavel: x, y, z, um nome que assumird um valor durante a
computacao.

+ Abstracao: ou funcdo anénima ou funcdo )\, \x -> e, para
qualquer valor x compute e

e Aplicacao: el e2, aplique o argumento e2 na funcao el

(e1(e2)). Todo e_i é uma expresséo!
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\x > x -- funcdo identidade
\x > (\y => y) -- retorna a funcdo identidade
\f > £ (\x -> x) -- fungdo que aplica seu argumento

-- (que é uma funcdo)

-— na fungdo identidade
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Funcoes de dois ou mais argumentos

\x —> (\y -> y) -— recebe dois args e retorna o segundo

\x -> (\y -> x) -- recebe dois args e retorna o primeiro
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Syntatic Sugar

original syntatic sugar
(((el e2) e3) e4d) el e2 e3 e4
\x > (\y > (\z => e)) \x > \y > \z > e
\x > \y > \z > e \x yz->e

\xy >y
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Escopo de uma variavel

Escopo indica a visibilidade de uma varidvel. Em C, Java:

int x; /* = estd vistivel aqui, mas y ndo */
int y; /* z e y estdo visivetis */

/* y deizou de ezxistir :( */
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Escopo de uma variavel

Na expressdo \x -> e, x é uma varidvel e a expressdo e é 0 escopo

de x. Qualquer ocorréncia de x em e esta ligada (bound) por \x:

\x > x
\x > \y > x
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Escopo de uma variavel

Por outro lado x estd livre (free) se ndo estd dentro de uma abstracao:

Xy -- ndo tem \
\y > xy -— z vem de outro lugar

(\x > \y => x) x -- o segundo = é diferente do primeiro
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Na expressdo (\x -> x) X, x é ligado ou livre?
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Expressoes fechadas

Se e ndo tem variaveis livres, entdo é uma expressao fechada.
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Semantica

Podemos reescrever as expressdes utilizando duas regras:

* Passo a: renomeia uma expressao, simplificando.

« Passo [3: aplica uma expressao utilizando uma variavel livre.
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Reducao [

(\x -> el) e2 => el[x := e2]

Toda ocorréncia de x em el é substituida por e2.
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Reducéao [

(\x > x) 2 =>2

(\f -> f (\x => %)) (somar 1) => (somar 1) (\x -> x)
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Ax > (\y > y)) 3 => 777
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Equivaléncia «

Renomeia as variaveis de uma funcao para evitar conflito:

\x => x =>\y >y
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Forma normal (Normal form)

Um termo A na forma (\x -> el) e2 é chamado de reducible
expression ou redex e pode ser reduzida utilizando um dos passos

da semantica.

O termo estd em sua forma normal se ndo contém nenhum redex.
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Quais dos termos abaixo nao estd na forma normal?

X

Xy

Ax > x) y
x \y > y)
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Avaliacao

Um termo A e é avaliado para e’ se existe uma sequéncia de passos:
e =>el => ... =>en =>e'

e e’ é uma forma normal.
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IIHHHHi%iIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII

(\x > x) 3 =>3
A\f > f (\x > x)) (\x > x)

=> (\x -> x) (\x > x)
= (\x -> x)
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Programando com )\

Como expressamos o conceito de Verdadeiro e Falso utilizando

funcdes?
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Programando com )\

O que fazemos com Verdadeiro e Falso?
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Programando com )\

O que fazemos com Verdadeiro e Falso?
Decisbes no formato: if b then el else e2.

Nés ja implementamos as funcdes necessarias para essa definicdo em
outros slides
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Booleanos

Veradeiro = \x y —> x
Falso =\xy >y
IF =\bxy->bxy
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Booleanos

IF Verdadeiro 2 3
=> (\b x y => b x y) Verdadeiro 2 3
=> (\x y -> Verdadeiro x y) 2 3
=> (\y -> Verdadeiro 2 y) 3
=> Verdadeiro 2 3
= (\xy ->x) 23
= (\y -> 2) 3
=> 2
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Exercicio (0.5 ptos)

Definia as seguintes funcoes:

NOT = \b -> 777
AND = \bl b2 -> 777
OR = \bl b2 -> 777
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Numeros Naturais

Considere os nimeros naturais 0, 1,2, ..., que operagdes fazemos com

eles?
e Contagem: 0, inc, dec

e Aritimética: +, —, *

e Comparacoes: ==, <,...
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Numeros Naturais

Vamos comecar definindo os nimeros:

ZERQO = 777
UM = 777
DOIS = 777
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Numeros Naturais

Numeros de Church: um nimero N é codificado como a chamada de

uma funcao N vezes:

ZERD = 777
UM =\f x > f x

DOIS = \f x > f (f x)
TRES = \f x —> f (f (f x))
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Numeros Naturais

E o ZERO?

ZERO = 777

UM =\f x ->f x
DOIS = \f x —> f (f x)

TRES = \f x > f (f (f x))
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Numeros Naturais

Com que essa definicao parece?

ZERO = \f x -> x

UM = \f x > f x

DOIS = \f x > f (f x)
TRES = \f x > f (f (f x))
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Numeros Naturais

ZERO

Falso

\f x > x
\xy >y
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Numeros Naturais

Funcdo INC deve adicionar mais 1 no nimero n:

INC = \n —-> 777
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Numeros Naturais

Funcdo INC deve adicionar mais 1 no niumero n:

INC = \n -> 777
INC ZERO = UM
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Numeros Naturais

Substituindo pelas defini¢oes:

INC = \n -> 777
INC (\f x > x) = \f x > f x
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Numeros Naturais

A operacdo que deve ser feita para encontrar o novo x é em funcdo do
ZERO:

INC = \n => (\f x -> 777)
INC (\f x —> x) \f x > f x
INC (\f x —> x) \f x >f ((\f x > x) ?77)
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Numeros Naturais

Se eu passar como argumento de ZERO o f e 0 x, obtemos:

INC = \n > (\f x —> ?777)

INC (\f x -> x) \f x > f x

INC (\f x -> x) \f x >f ((\f x > x) f %)
= \f x > f x
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Numeros Naturais

Se eu passar como argumento de ZERO o f e 0 x, obtemos:

INC = \n -> (\f x >f (nf x))

INC (\f x -> x) \f x > f x

INC (\f x -> x) \f x >f ((\f x > x) f %)
= \f x > f x
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Exercicio (0.5 pto)

Como implementar a funcdo ADD?

ADD = \nm -> 777
ADD DOIS UM = TRES
ADD (\f x > f (f x)) (\f x > fx)=(N\fx->f (f (f ))
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Recursao

Como podemos fazer chamadas recursivas se as fungdes sao

andnimas (ndo tem nome)?
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Recursao

SUM =n -> 7?7? -1+ 2+ ... +n
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Recursao

Nas nossas linguagens basta fazer:

0

sum n = n + sum (n-1)

sum O

E no célculo \?
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Recursao

\n -> IF (ISZERO n)
ZERO
(ADD n (SUM (DEC n)))
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Recursao

SUM nédo existe, ndo tem nome ainda!

\n -> IF (ISZERO n)
ZERQ
(ADD n (SUM (DEC n)))
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Recursao

Vamos criar uma funcao intermediaria, chamada STEP que recebe

uma expressao rec:

STEP =
\rec -> \n -> IF (ISZERO n)
ZERO
(ADD n (rec (DEC n)))

Nosso objetivo é passar a definicdo de rec como parametro de STEP.
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Fixed Combinator

Queremos criar uma funcao FIX que faga:

FIX STEP => STEP (FIX STEP)

54



Fixed Combinator

Dessa forma teriamos:

SUM = FIX STEP

SUM UM
=> FIX STEP UM
=> STEP (FIX STEP) UM
=> \rec -> \n -> IF (ISZERO n) ZERO
(ADD n (rec (DEC n))) (FIX STEP) UM
=> \n -> IF (ISZERO n) ZERO
(ADD n ((FIX STEP) (DEC n))) UM
=> IF (ISZERO UM) ZERO
(ADD UM ((FIX STEP) (DEC UM)))
=> ADD UM ((FIX STEP) (DEC UM))

=> ADD UM ((FIX STEP) ZERO) 55



Fixed Combinator

Dessa forma teriamos:

=> ADD UM
=> ADD UM

=> ADD UM

=> ADD UM

=> ADD UM
=> UM

(STEP (FIX STEP) ZERO)

(\rec -> \n —> IF (ISZERO n) ZERO

(ADD n (rec (DEC n))) (FIX STEP) ZEROQ)
(\n -> IF (ISZERO n) ZERO

(ADD n ((FIX STEP) (DEC n))) ZEROD)

(IF (ISZERO ZERO) ZERO

(ADD ZERO ((FIX STEP) (DEC ZER0D))))
ZERD

Nosso objetivo é passar a definicdo de rec como parametro de STEP.
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Y-Combinator

Criado por Haskell Curry

FIX = \stp -> (\x -> stp (x x)) (\x -> stp (x %))
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Y-Combinator

FIX STEP
=> (\stp -> (\x -> stp (x x)) (\x -> stp (x x))) STEP
=> (\x -> STEP (x x)) (\x -> STEP (x x))
=> STEP ((\x -> STEP (x x) (\x -> STEP (x x))
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