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Recursao



Recursao

A recursividade permite expressar ideias declarativas.

Composta por um ou mais casos bases (para que ela termine) e a

chamada recursiva.

n!=n.(n—1)!



Recursao

Caso base:

1=0=1



Recursao

Paran = 3:

31=3.21=3.2.1!'=3.2.1=6



Recursao

fatorial :: Integer -> Integer
fatorial 0 = 1
1

n *x fatorial (n-1)

fatorial 1

fatorial n



Recursao

fatorial :: Integer -> Integer
fatorial O 1
1

n * fatorial (n-1)

fatorial 1

fatorial n

Casos bases primeiro!!



O Haskell avalia as expressdes por substituicao:

> fatorial 4

=> 4 % fatorial 3

=>4 * (3 * fatorial 2)

=>4 % (3 * (2 x fatorial 1))
=>4 % (3 x (2 % 1))
=>4 % (3 x 2)

=>4 % 6



Ao contrario de outras linguagens, ela ndo armazena o estado da

chamada recursiva em uma pilha, o que evita o estouro da pilha.

> fatorial 4

4 * fatorial 3

4 x (3 * fatorial 2)
4 % (3 * (2 x fatorial 1))
=>4 * (3 * (2 % 1))
4 x (3 * 2)

4 * 6

=> 24



A pilha recursiva do Haskell é a expressdao armazenada, ele mantém
uma pilha de expressao com a expressao atual. Essa pilha aumenta
conforme a expressao expande, e diminui conforme uma operacao é

avaliada

> fatorial 4

4 * fatorial 3

4 x (3 * fatorial 2)
4 % (3 * (2 x fatorial 1))
=>4 % (3 * (2 % 1))
4 x (3 * 2)

4 * 6

=> 24
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Recursao Caudal

Mesmo a pilha de expressao pode estourar!

Recursao caudal também é util no Haskell.
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Recursao Caudal

A recursao caudal é uma funcao recursiva cujo valor de retorno
consiste apenas da chamada recursiva:
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Recursao Caudal

Contra-exemplos de recursao caudal:

fx=1+1f x'

y* (g x'y")

[0)¢]
I
<
Il

fx=fx'"+£fx"'
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Recursao Caudal

A funcao fatorial pode ser reescrita como:

fatorial :: Integer -> Integer
fatorial O 1
1

fatorial' n 1

fatorial 1

fatorial n
where
fatorial' 1 r =r

fatorial' (n-1) (n*r)

fatorial' n r
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Recursao Caudal

Dessa forma temos:

> fatorial 4
=> fatorial' 4 1
=> fatorial' 3 (4x1)
=> fatorial' 2 (3%4x1)
=> fatorial' 1 (2*x3*4x1)
=> (2%3%4x1)
=> 24

15



Recursao Caudal

Por que o primeiro parametro é avaliado e o segundo mantém uma

expressao?

Precisamos saber o valor do primeiro parametro para o Pattern

Matching, o segundo sé é necessario no final
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Recursao Caudal

Podemos forcar a avaliagao com a fungao seq:

fatorial :: Integer -> Integer
fatorial 0 = 1
fatorial 1 =1

fatorial n = fatorial' n 1

fatorial' 1 r
fatorial' n r = r' “seq  fatorial' (n-1) r'

where r' = nxr
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Recursao Caudal

Dessa forma temos:

> fatorial 4
=> fatorial' 4 1
=> fatorial' 3 4
=> fatorial' 2 12
=> fatorial' 1 24
=> 24
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Maximo Divisor Comum

O algoritmo de Euclides para encontrar o Médximo Divisor Comum
(greatest common divisor - gcd) é definido matematicamente como:

gcd :: Int -> Int -> Int

a
gcd b (a2 "mod” b)

ged a 0O

ged a b
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Maximo Divisor Comum

> gcd 48 18
=> gcd 18 12
=> gcd 12 6
=> gcd 6 0
=> 6
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Maximo Divisor Comum

Se garantirmos que ambos 0s argumentos sao positivos, podemos

reescrever a fUI’](;éO como:

gcd :: Int -> Int -> Int

gcd a b | a == = a
| a>b = gcd (a-b) b
| otherwise = gcd a (b-a)
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Maximo Divisor Comum

> gcd 48 18
=> gcd 30 18
=> gcd 12 18
=> gcd 12 6
=> gcd 6 6
=> 6

Um passo extra ®, mas utilizando subtracéo ao invés de divisao
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Multiplicacao Etiope (0.5 pto)

A multiplicacdo Etiope de dois nimeros m, n é dado pela seguinte

regra:

* Se m for par, o resultado é a aplicacdo da multiplicacdo em
m/2,m * 2.

* Se m for impar, o resultado a aplicacdo da multiplicacdo em
m/2,n x 2 somados a n.

e Se m forigual a 1, retorne n.
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Multiplicacao Etiope (0.5 pto)

Exemplo:

m n r

14 12 O

7 24 24
48 72

1 96 168
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Multiplicacao Etiope (0.5 pto)

Implemente o algoritmo recursivo da Multiplicacdo Etiope. Em seguida,

faca a versdo caudal.
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Recursao em Listas
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Funcoes recursivas em listas

Podemos também fazer chamadas recursivas em listas, de tal forma a
trabalhar com apenas parte dos elementos em cada chamada:

sum :: Num a => [a] -> a

sum [] = O

sum ns ???
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Funcoes recursivas em listas

Podemos também fazer chamadas recursivas em listas, de tal forma a

trabalhar com apenas parte dos elementos em cada chamada:

sum :: Num a => [a] -> a
0

(head ns) + sum (tail ns)

sum []

sum ns

Por que nao usar Pattern Matching?
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Funcoes recursivas em listas

Podemos também fazer chamadas recursivas em listas, de tal forma a

trabalhar com apenas parte dos elementos em cada chamada:

sum :: Num a => [a] -> a
sum [] =0

sum (n:ns) = n + sum ns
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Exercicio

Faca a versdo caudal dessa funcao:

sum :: Num a => [a] -> a
sum [] =0

sum (n:ns) = n + sum ns
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Como ficaria a fungdo product baseado na fungao sum:

sum :: Num a => [a] -> a

sum [] =0

sum (n:ns) n + sum ns
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Como ficaria a fungdo product baseado na fungao sum:

product :: Num a => [a] -> a
product [] =0
n + sum ns

product (n:ns)
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Como ficaria a fungdo product baseado na fungao sum:

product :: Num a => [a] -> a

product [] =1

product (n:ns) n * product ns
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IIHHHHHHHHIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII

E a funcdo length?

sum :: Num a => [a] -> a

sum [] =0

sum (n:ns) n + sum ns
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IIHHHHHHHHIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII

E a fungdo length?

length :: [a] -> Int
length [] =0
length (n:ns) = 1 + length ns
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Padroes de Programacao

Reparem que muitas solugdes recursivas (principalmente com listas)
seguem um mesmo esqueleto. Uma vez que vocés dominem esses

padrées, fica facil determinar uma solucao.

Nas préximas aulas vamos criar funcdes que generalizam tais padroes.
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Invertendo uma lista

Considere a fungao reverse:

> :t reverse

reverse :: [a] -> [a]
> reverse [1,2,3]
[3,2,1]

Como poderiamos implementéa-la?
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Invertendo uma lista

Vamos comecar pelo caso base, o inverso de uma lista vazia, é vazia:

reverse :: [a] —> [a]

reverse [] = []
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Invertendo uma lista

Vamos comecar pelo caso base, o inverso de uma lista com um

elemento, é ela mesma:

reverse :: [a] —> [a]
(]
[x]

reverse []

reverse [x]
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Invertendo uma lista

Vamos comecar pelo caso base, o inverso de uma lista com dois

elementos é:

reverse :: [a] -> [a]
reverse [] = [
reverse [x] = [x]

reverse [x,y] = [y,x]
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Invertendo uma lista

Vamos comecar pelo caso base, o inverso de uma lista com trés

elementos é:

reverse :: [a] -> [a]
reverse [] = []
reverse [x] = [x]
reverse [x,y] = [y,x]

reverse [x,y,z] = [z,y,x]
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Invertendo uma lista

Esse Ultimo caso base nos d&d uma ideia de como generalizar! Note

que:

> reverse [1,2,3] == reverse [2,3] ++ [1]

42



Invertendo uma lista

Vamos comecar pelo caso base, o inverso de uma lista com trés

elementos é:

reverse :: [a] —> [a]
reverse [] = [

reverse (x:xs) = reverse xs ++ [x]
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Lembrando a funcdo zip da aula anterior:

> zip [1,2,3] [4,5]
[((1,4), (2,5)]

a4



Temos como casos bases:

zip :: [a] -> [b] -> [(a,b)]
zip [1 _ (]
zip _ [] ]
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E o caso recursivo:

zip :: [a] -> [b] -> [(a,b)]

zip [1 _ = [

zip _ [] = [

zip (x:xs) (y:ys) = (x,y) : zip xs ys
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Exercicio

Crie uma funcao recursiva chamada insert que insere um valor x em

uma lista ys ordenada de tal forma a manté-la ordenada:

insert :: Ord a => a -> [a] -> [a]
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Exercicio

Crie uma funcao recursiva chamada isort que utiliza a funcao

insert para implementar o Insertion Sort:

isort :: Ord a => [a] -> [a]
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Recusao Miiltipla

Em alguns casos o retorno da fungao recursiva é a chamada dela

mesma em multiplas instancias:

fib :: Int -> Int

fib 0 = 1
fib 1 =1
fib n = fib (n-1) + fib (n-2)
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Exercicio

Complete a fungao gsort que implementa o algoritmo Quicksort:

gsort :: Ord a => [a] -> [al
gsort [] =[]
gsort (x:xs) = gsort menores ++ [x] ++ gsort maiores
where
menores = [a | 777]
maiores = [b | 777]
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Recursao mutua

Um Ultimo caso interessante de recursdo é quando a recursdo é feita

entre duas funcdes intercaladamente:

even :: Int -> Int

even 0 = True

even n = odd (n-1)
odd :: Int -> Int
odd 0 = False

odd n = even (n-1)
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Recursao mutua

Vamos verificar a execucao:

> even 4
=> odd 3
=> even 2
=> odd 1
=> even O

True
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Dicas para recursao
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Dicas para criar uma funcao recursiva

Vamos considerar a funcdo drop que remove 0s n primeiros
elementos de uma lista:

> drop 3 [1..10]
(4,5,6,7,8,9,101]
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Passo 1: defina a assinatura da funcao

A funcdo drop recebe um Int e uma lista e retorna outra lista, sem
restricdes:

drop :: Int -> [a] -> [al
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Passo 2: enumere 0s casos

Para o primeiro argumento da funcdo, podemos ter o caso trivial 0 que

nao faz nada e o caso genérico n.

0 segundo argumento pode ter a lista vazia [] e o caso genérico

(x:xs). Vamos criar as combinacdes desses casos:

drop :: Int -> [a] -> [a]
drop 0 [] =
drop 0 (x:xs)

drop n []

drop n (x:xs)
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Passo 3: defina os casos simples

Se eu ndo quero remover nada, retorno a prépria lista, se eu quero

remover algo de uma lista vazia, o retorno é vazio:

drop :: Int -> [a] -> [a]

drop 0 [] =[]
drop 0 (x:xs) = x:XS
drop n [] =[]

drop n (x:xs)
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Passo 4: defina os casos restantes

Como remover o primeiro elemento de (x:xs)? Removendo x e

retornando apenas xs.

drop :: Int -> [a] -> [a]

drop 0 [] =[]
drop 0 (x:xs) = x:XS
drop n [] =[]

drop n (x:xs) = drop (n-1) xs
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Passo 5: generalize e simplifique

O primeiro e terceiro caso sao redundantes, o segundo caso nao

precisa de pattern matching na lista:

drop :: Int -> [a] -> [al
drop _ [] =[]
drop O xs

XS

drop n (x:xs) = drop (n-1) xs
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